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       توابع دو متغيرهخلاصه درس فصل اول ـ 

 
 

  

  

  : خلاصه درس فصل اول

  توابع دو متغيره
  

  
  

  حد و پيوستگي در توابع دو متغيره
گوييم  مي

   
 

x,y x ,y
lim f x, y L



 

  : هرگاه بتوان استلزام منطقي زير را نشان داد

       ; x x y y f x, y L             2 2
     

گوييم تابع  و مي f x, y در نقطه  x , y پيوسته است هرگاه :  
  

   
   

x,y x ,y
lim f x, y f x , y



 

   

   :توجه
اي خاص را بدون ارجاع به برقراري استلزام منطقـي فـوق، بررسـي     منديم وجود يا عدم موجود بودن يك حد دو متغيره در نقطه      معمولاً علاقه 

، اگر بتوانيم نشان دهيم      )باشد حاصل حد يك تابع دو متغيره در صورت وجود يكتا مي          (به خصوص از آنجا كه      . كنيم
   

 
x,y x ,y

lim f x, y
  

 

به ازاء لااقل دو طريق نزديك شدن به نقطه  x , y شود، عدم موجود بودن حد مذكور ثابت شده است  به دو جواب متفاوت منجر مي.  
دقت داريم براي ميل كردن به نقطه         x , y شمار مسير و طريق مختلف وجود دارد و البته اگر حد مورد بحـث بـه ازاء تعـدادي از ايـن      بي

  .مسيرها به جواب يكساني منجر شد، اثباتي براي وجود حد مذكور صورت نپذيرفته است
ممكن است براي نزديك شدن به نقطه  :نكته x , y دو مسير خاص : 

xروي خط ) الف x  قرار بگيريم و y را به yميل دهيم   

yروي خط ) ب y  قرار بگيريم و x را به xميل دهيم   
دست آمد، به معناي عدم موجود بـودن آن          ، اگر دو جواب متفاوت براي حد مورد بحث به         )تغيير ترتيب ميل دادن متغيرها    (مد نظر قرار گيرد     

  !)و نه چيز ديگر(حد خواهد شد 

 بسياري مواقع در تحليل حدهاي دو متغيره براي حالت  :نكته   x, y ,   كه به ابهام 


اند، استفاده از تغيير متغيرهاي   انجاميده
x r cos

y r sin

 
  

 و 

rطبيعتاً در اين حالت . تواند براي ارزيابي حد مورد بحث مناسب باشد  به مختصات قطبي ميرفتن   و البته بديهي . تواند باشد  مقداري دلخواه مي
 بود، عدم موجود بودن آن حد ثابت ايم و اگر جواب وابسته به   حاصل حد مورد نظر را يافته وابسته نشد و به جواب مشخصي رسيداست اگر جواب به 

 .اي حاصل كار به ابهام رسيد، حد وجود ندارداگر به ازاء . شود مي
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٢  
  

  مشتقات جزئي توابع دو متغيره

براي تابع  Z f x, y  اگر چه معاني عباراتي نظيرz

x




zيا  

y




  مشخص است، اما در بيان رياضي داريم: …يا  

     
x

f x x, y f x, yz
lim

x x 

  


 
  

     
y

f x, y y f x, yz
lim

y y 

  


 
  

  
   y y

x

f x x, y f x, yz z
lim

x y x y x 

             

2


  

هرگاه تابع  هاي آميخته: قضيه مشتق z f x, y  و مشتقات جزئي مرتبه اول و دومz :توابعي پيوسته باشند داريم  

  z z

x y y x

 


   

2 2
  

  مسأله حذف تابع اختياري
  فرض كنيد داشته باشيم

      u x, y,z F v x, y,z  يا v x, y, z    و F u x, y, z  
,xتابعي از دو متغير مستقل  zتوابعي مشخص شده و  uو  vن كه در آ y باشد. مي  

  )F(حاصل از حذف تابع اختياري  zمعادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي حاكم بر 
  صورت زير قابل حصول است. به

  

u u

x y

v v

x y

 
 


 
 

  

  پينوتعريف ژاك

صورت  اگر تبديلي به
 
 

x x r,s

y y r,s

 



,xداده شـده باشـند، ژاكـوپين      y    نسـبت بـهs  وr   رابطـه 

 

x x
x, y r sJ

y yr,s

r s

 
   

 
 

نمـايش داده   

  شود. مي

  ديفرانسيل كامل توابع دو متغيره
براي تابع دو متغيره  z f x, y ديفرانسيل كامل مرتبه ،nشود. تعريف مي صورت زير ام به  

  
n

nd z dx dy z
x y

      
  

  مثلاً داريم:

  z z
dz dx dy

x y

 
 
 

  

     z z z
d z dx dxdy dy

x yx y

  
  

  

2 2 2
222

2 22  
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  : سومخلاصه درس فصل 

  هاي دوگانه  انتگرال
  

  xyمنظم در صفحه ) ناحيه(تعريف ميدان 
ها كـه از نقـاط تلاقـي        xگويند، هرگاه هر خط به موازات محور          ها منظم مي  x تعريف شده است را نسبت به محور         xy كه در صفحه     Dناحيه  
  .عبور نكندكنيم از داخل اين ناحيه  هاي مرزي ناحيه ترسيم مي منحني

      
  نسبت به هر دو محور منظم   منظمyفقط نسبت به محور   نسبت به هر دو محور نامنظم

  هاي دوگانه انواع مسايل انتگرال
  ها در آن نوشته شده است محاسبه يك انتگرال دوگانه وقتي حدود انتگرال) 1

  .زير بيان شوديك انتگرال دوگانه با حدود معلوم شده، ممكن است به يكي از دو فرم 

   
 

 x b y Q x

x a y P x
f x, y dydx

 

    

   
 

 y d x N y

y c x M y
f x, y dxdy

 

    

مثلاً براي محاسبه انتگرال بالايي كافي است از تابع           f x, y   كه     با فرض آنx       ثابت است، نسبت به متغير y        انتگرال بگيريم و پس از اعمـال 
  .انه معين حاصله را حل كنيم در اين تابع اوليه، انتگرال يگyحدود 

  .ها موجود نباشد گيري را بايد با متغيري شروع كنيم كه در حدود انتگرال تر انتگرال به عبارت ساده

  گيري هاي دوگانه با توجه به ناحيه انتگرال روش نوشتن حدود انتگرال) 2

  
 

 

 d N y

y C x M y
f x, y dxdy

                      
 

 b Q z

x a y P x
f x, y dydx

     
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  فصل سوم هاي  تست
  

  بخش اول ـ محاسبات
dxمقدار انتگرال دوگانه    -1 d

x





 
 

   
1 1 1


  )91مكانيك ـ (  كدام است؟    

1 (ln2     2 (ln2 2     
3 (ln3   .) شود ميتبديل به يك انتگرال يگانه ناسره واگرا (واگرا است ) 4     2

  )91مكانيك ـ (  :  در اين صورت  . باشد  ميD مساحت ناحيه    S پيوسته و   D روي ناحيه بسته و كراندار     fتابع   -2

 : D از Pبه ازاي هر نقطه ) 1
D

f (x , y)dA f (P).S     

:  وجود دارد به طوري كهD از Pيك نقطه ) 2
D

f (x , y)dA f (P).S   

: D   ازPبه ازاي هر نقطه ) 3
D

f (x , y)dA f (P).S  

: D  از Pبه ازاي هر نقطه ) 4
D

f (x , y)dA f (P).S  

)، ناحيه محدود به مثلثي با رئوس      Dاگر   -3 , ) ,( , )
12 2     و( , )2 حاصل  .  باشد 2

D

x xy dA    )94مكانيك ـ (  ، كدام است؟   2

1 ( 3
2

   2 (2
3

   3 (3   4 (2 3   

x ربع قرص  Dميانگين فاصله نقاط ناحيه       -4 y r 2 2 2
       واقع در ربع اول صفحه تا خطx y    94ك ـ مكاني(  ، كدام است؟(  

1 (r


2 2
3

   2 (r


4
3
   3 (r


4 2

3
   4 (r


8
3
   

 اعداد ثابت مثبت باشند، مقدار  انتگرال       b و  aاگر   -5
a b

max(b x ,a y )I e dydx  
2 2 2 2

 
  )95مكانيك ـ (  ، كدام است؟   

1 (
a be

ab


2 2
1   2 (

a be
ab


2 2
1

2
  3 (

a be
ab


2 2
12  4 (a be 

2 2
1  

a)اگر -6 ,b)  مركز ثقل ناحيه محدود به منحنيy cos x  در ناحيه اول صفحه مختصات باشد، حاصلa b كدام است؟ 

  )98ـ مكانيك (

1 (
1

4
   2 (


3 1
4

   3 (


3 1
8

   4 (


5 1
8

   

مقدار حد   -7 n n

n
i j

i j
I lim cos

nn
 

  
  

  2
1 1

  )93عمران ـ (   كدام است؟  1

1 (
2
2  2 (

2
4  3 (

2
2  4 (

2
4  
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ر  مقدا -59   
D

x y sin x y dxdy  2 الاضـلاعي بـه رئـوس          ناحيه محدود به متوازي    D كه در ن     22 ,1  و   1 ,2  و  2
 ,3   و  ,3   97 ـ ژئوفيزيك و هواشناسي(  باشد كدام است؟(  

1 ( sin
27 3 3
4

  2 ( sin
9 6 6
4

  3 ( sin
27 6 6
4

  4 ( sin
81 6 6
4

  

  بخش چهارم ـ قطبي 
rي   مساحت ناحيه واقع در درون دايره     - 60  rو بيرون دلنماي     2 cos  188مكانيك ـ (   است؟     كدام(  

1 (   2 (3   3 (2   4 (
5
2

   

rمساحت ناحيه محدود به دو منحني        -61 ( cos )  2 rو   1 ( sin )  2   )96ـ ك مكاني(  ، كدام است؟    1

1 (  9 2 8 2   2 ( 6 8 2  3 (
 

9 1 4 2
2

  4 ( 3 4 2  

x ناحيه درون قرص   Dاگر   -62 y e  2 2 2 باشد، حاصل     1
D

ln( x y )dxdy  2   )98ـ مكانيك (  ، كدام است؟  21

1 ((e ) 2 1   2 ((e ) 2 1   3 (e 2 1   4 (e 2 1   

اگر   - 63     
x y t

F t sin x y dxdy t

 

  
2 2 2

2 2   ،باشد  F t  99ـ مكانيك (   كدام است؟(  

1 ( sin t 22  2 ( sin t 42  3 ( t sin t 22  4 ( t sin t 42  

حاصل  -64 
R

x xy y dA  2 x در ناحيه اول محصور به بيضي R كه در آن 2 xy y  2 2   است، كدام است؟2

 )1401ـ مكانيك (

1 (
3

3
  2 (

4 3
3

  3 (
3

9
  4 (

4 3
9

  

مقدار انتگرال    -65
D

dxdy

x y
 x ناحيه محصور به خطوط      D كه در آن     2 y , y x ,y x   2 x و   2 y 2 باشـد، كـدام       مي 2

  )97 ـ عمران( است؟ 

1 (1  2 (ln2 2  3 (ln2  4 (ln1 2
2

  

rمساحت كل نواحي محدود به منحني قطبي        -66 cos 3  كدام است؟   )MBA 91 ـ(  

1 (  2 (3
4

  3 (
4

  4 (
2

  

  )97ـ MBA( هاي زير با كدام گزينه برابر است؟       مجموع انتگرال  - 67
x x x

x
xydydx xydydx xydydx




      

2
2

1 2 2 4
2 1 1 2

2
 

  

  1 (r sin drd


  
2 34

1
2


    2 (r sin drd


  

32
4

1
2

2
  

3 (r sin drd


  
2 34

1
2


    4 (r sin drd


  

32
4

1
2

2
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x b y y bsin
x ycot

     
 

2 2
  

x a y y asin
x ycot

     
 

2 2
  

  

D
V rf (r, )drd    

f (x,y) k x y f (r, ) k r      2 2 2 2 2   
y yx ycot tg Arctg
x x

          

Arctg(tg )         
x y b r b

x y a r a

    


   

2 2 2

2 2 2
  

V ((k b ) (k a ) ) ((k a ) (k b ) ) 
        

3 3 3 3
2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2

3 3
b
a

b(k r )V r k r drd ( )
a 

   
      

 
 

3
2 2 22 2 1

32
2

  

          
   4گزينه  .28

  . كنيم پذير نيست، لذا از تغيير ترتيب استفاده مي شروع كنيم كه اين موضوع امكان yگيري را با متغير  با توجه به حدود انتگرال، بايد انتگرال

x x
x y y

y

x y x

I xe dydx I xe dxdy

x y

 

  
 
 

 
  

  

  

 

   
2 2

  

x
y

y
yI e dxdy




 


 

2

2
  

x
yyI e dy

y




 
 

    
 


2

2
    

y
yyI e e dy




 

 
 

  
 
 


2

2
 

 y yyI e dy ye dy
 


  

   
1

2 2
  

y yI ye e 
 

1 1
2 2

  

yI e (y )


 
 

1 1
2

  

y
y

I lim e (y ) e ( ) 



          
  

1 11 1
2 2

  

yy

(y )
I lim

e




           
   

 

1 1 1 1 12
2 2 2
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   3گزينه  .29
x

x x
V f (x , y)dydx f (x , y)dydx    

32 8 8

1 2
    

y x
y x
y
x
x
x

 



 



 




3

8
1
2
8

 Dناحيه  

  
xمنظم     
yنامنظم     

y

y
V f (x , y)dxdy  3

8

1
 تغيير ترتيب :  

          

   1گزينه  .30
x

y x

sin yI e dxdy dydx
y

 
    

22 2

 
   

x

y

x
x y

I e dxdy
y
y


    
 

 
22 2

1

2

2
 

  

  
x

x x x
I e dxdy e y dx

 
    

   
2 22 2

1
   

   

x xI xe dx e (e e ) (e )     
2 22

4 4
1

21 1 1 1
2 2 2



 
   

x

y
y xsin yI dydx
xy
x

 

 
    
  

 2
 

  

  
y ysin y sin yI dxdy x dy

y y

   
    

   2
   

   

sin yI (y)dy sin ydy cos y ( )
y

  
         2 1 1 2

  
   

I I I (e )    4
1 2

1 1 2
2

   

              

 ناحيه

  تغيير ترتيب 

  تغيير ترتيب 

 ناحيه
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  هاي فصل چهارم  تست
  

   1الخط نوع  بخش اول ـ منحني
مختصات مركز ثقل اولين قوس سيكلوئيد          -1 

 
x cos t

t , p
y t sin t

     
 

3 12
3

  1400ـ مكانيك (  ، كدام است؟(    

1 ( , 3 4  2 ( , 4 3  3 ( , 2 3  4(  , 3 2  

مساحت رويه حاصل از دوران بخشي از منحني           -2 r a cos ; a  2 2 2           كه در ربع اول صفحه مختصات قرار دارد، حول محـور 
y  1401ـ مكانيك (  ها كدام است؟( 

1 (a 22  2 (a 22 2  3 (a 2  4 (a 22  

xول قوس منحني     ط   -3
y

x
 

4

2
1

8 4
x از    xتا 1    )88عمران ـ(  :  برابر است با  2

1(15  2 (33
16

  3 (25
3

  4 (21  

ار انتگرال مقد  -4 
C

x y ds كه در آن C منحني 
x t sin t

y cos t

 


  1
 از نقطه  ,  تا نقطه  ,2 باشد، كدام است؟  مي 

  )96ـ عمران (

1 ( 
164
3

  2 ( 
324
3

  3 ( 
168
3

  4 ( 
328
3

  

x فصل مشترك دو رويه   Cفرض كنيد خم      -5 y
 

2 2
18 x و  4 z

 
2 2

18    كدام است؟  C در يك هشتم اول باشد، طول قوس خم         4

  )97ـ عمران (

1 (  1 2
2

  2 (2 2  3 (2  4(π  

طول قوس منحني        -6 f x x x arcsin x  2   براي x 
1 1
9  )93 ـ MBA(   كدام است؟  4

1 (2
3

  2( 3
2

  3 (1
3

  4 (1  

اگر     -7    t
y t sin t , x t cos t ln tan   t معادلات پارامتري يك خم در صفحه و         2

 
 

2 5
3 گاه المان طول قـوس        باشد، آن  6

 )94 ـ MBA(  خم كدام است؟   

1 (ds cot t dt   2 (tds sin dt 2
2

  3 (ds cot tdt  4 (tds cos dt 2
2

  

yمنحني به معادله    -8 cosh x در بازه  ,2 را حول محور xدوار حاصل چند برابر  دهيم، سطح رويه  ميها دوران 
  است؟2

  )MBA 95 ـ(  
1 (cosh2 2  2 (sinh2 2  3 (cosh4 4  4 (sinh4 4  
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 توسط   Cاگر منحني    - 50     r t cos t,sin t,cos t ;t ,  2 2 2     توصيف شده و   x z y
F x, y, z e , ,

y z y z

 
     

3

2 2 2 2
3  باشـد،   3

گاه    آن
C

F.dr  98ـ ژئوفيزيك و هواشناسي (  كدام است؟(  

1 (  2 (5  3 (8  4 (12  
  بخش سوم ـ قضيه گرين

مقـدار  . خـط مطـابق شـكل زيـر باشـد       و دو پـاره 2 و 1هـاي   دايـره بـه شـعاع     منحني بسته متشكل از دو نـيم    Cفرض كنيد    -51

C
I y dx x dy  3   )88مكانيك ـ(  كدام است؟    3

1 ( 
35
3

   2 ( 
45
4

  

3 ( 11  4 ( 12  

  

tي    به معادله Cمساحت ناحيه محصور به منحني بسته        -52
t , r(t) t i ( t)j     

3
23 3 3
 

   كداميك از موارد زير است؟      

  )90مكانيك ـ (

1 (
1 3
2

   2 (
31

2
   3 (

1 3
2

   4 (
31

2
   

ــشكيل شــده از اضــلاع Cاگــر  - 53 x مثلــث ت y , x  1  وy   ي  در صــفحهxy ــدار انتگــرال روي منحنــي  باشــد، مق

C
y dx x dy 2 2  كدام است؟ ، )C      95مكانيك ـ (  ).   پيموده شده در جهت مثبت است(  

1 (   2 (
1
3

   3 (2
3

   4 (1
3

   

x منحني بسته    C1فرض كنيد     -54 y 2 2 x منحني بسته    C2 در جهت مثلثاتي و      25 y
 

2 2
14 هـاي     در جهت حركت عقربـه     9

مقدار  . ساعت باشد 
C C

xdy ydx
1 2

  )99ـ مكانيك (   كدام است؟  

1 (38  2 (36  3 (31  4 (19  

مقدار انتگرال      -55   
C

x y dx y x dy   3 3 3    كه درآن C        مرز يك چهـارم قـرص x y a 2 2 2 ،  x     ، y      در جهـت 

  )88عمران ـ (  باشد، برابر با كدام مورد است؟        هاي ساعت مي   خلاف عقربه 

1 (a 31
2

  2 (a 43
4

  3 (a 33
8

  4 (a 43
8

  

مقدار انتگرال      -56   
C

xsin y y dx x y cos y x dy   2 2 2 2 3     كه در آن C       ذوزنقه بـه رئـوس  , 2  ، ,1 1  ، ,1  و  1

 ,289عمران ـ (  هاي ساعت پيموده شده است، كدام است؟          باشد كه يك بار در جهت خلاف عقربه        مي( 

1 (9  2 (6  3 (3  4 (12  

مقدار انتگرال  -57
C

xy dx x dy 2   كه در آن C     هاي  منحني بسته محدود به سهميy x ,y x 2  كه يـك بـار در جهـت     است2

 )90عمران ـ (  :هاي ساعت پيموده شده است برابر است با        خلاف عقربه 

1 (3
2 

  2 (27
2 

  3 (3
5

  4   (1
5
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     L sin t cos t sin t dt



   
2 22 2 3 2  

L sin t cos t sin t dt



  
2 2 2 23 2  

L sin t cos tdt dt t
  

 
    

22 22 23 3 3 3  

L  2 3  
 

   2گزينه  .28

c c
w F.dr Pdx Qdy Rdz

 
       

   


 c

QP R

w z xy dx x dy xz dz
 

    3 2 22 3   

P QPx z
y zz

RRQ zx
yxx





       
         

2

2

2 3

32
  

با توجه به برابري هركدام از روابط، انتگرال مستقل از مسير است، چون مسير حركت يك مسير بسته است حاصل انتگـرال صـفر اسـت ولـي      
  . كنيم  تابع پتانسيل را پيدا ميبراي تمرين

x
u Pdx (z xy)dx z x y c xz x y c         

2
3 3 3 2

1 12 2
2

  

u Qdy (x )dy x y c     2 2
2  

z
u Rdz ( xz )dz x c xz c      

3
2 3

3 33 3
3

  

u xz x y c   3 uها  اجتماع جواب 2    
          

   2گزينه  .29
ابتدا معادله خطي كه از نقاط  A , ,1 1 و  B , ,1 2   .كنيم كنيم و آن را به فرم پارامتري بيان مي كند را پيدا مي  عبور مي1

      ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆAB i j k i j k         1 2 1 1 1 2


  
x t dx dt

x y z
: t y t dy dt

z t dz dt

  
         

    

1 1 1
1 1 2 2 1 2

 معادله خط AB  

چون از نقطه  A , ,1 1 تا نقطه  B , ,1 2 tاز نقطه نظير . ايم  حركت كرده1   تا نقطه نظير t 1ايم  حركت كرده.  

 
c

I ydx zdy xdz    

       
c

I t dt t dt t dt     1 2 1 2  

  t
I t t t dt tdt        

2 11 1 11 2 1 2
2 2  
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